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Pengantar

* Teori Aljabar Geometri (geometric algebra):
- ditemukan oleh matematikawan Jerman Herman Gunter Grassman (1884)
- diformulasikan oleh matematikawan Inggris, William Kingdom Clifford

* Aljabar geometri berkaitan dengan perkalian vektor yang menghasilkan luas area,
volume, dan objek-objek berdimensi lebih tinggi.

* Jika pada aljabar vektor, perkalian silang (cross product) dua buah vektor hanya
tedefinisi untuk vektor di R3, dan ambigu untuk dimensi yang lebih tinggi, maka di
dalam aljabar geometri perkalian lebih dari dua buah vektor dapat dilakukan

dengan interpretasi sebagai “luas area bertanda” (signed area, akan dijelaskan
kemudian)



* Review kembali bahwa di dalam aljabar vektor, magnitude dari perkalian silang
menyatakan luas area parallelogram yang dibentuk oleh dua vektor.

l[¥l| sin &

[Jull

— Luas parallelogram = A
A=lluxvl| =[ull||v][sin6

* Review kembali bahwa luas parallelogram yang dibentuk oleh vektor u dan v sama
dengan determinan matriks yang dibentuk oleh kedua vector.

* Karena determinan bisa bernilai negatif, maka Grassman mendukung konsep luas
area dan volume yang bertanda (negatif atau positif) dengan memperkenalkan
konsep outer product (akan dijelaskan nanti).



Notasi

* Di dalam aljabar geometri, vektor dilambangkan dengan huruf kecil
dicetak miring (jadi bukan huruf kecil dicetak tebal seperti pada
aljabar vector terdahulu).

Contoh:a, b, c, ...

 Skalar dilambangkan dengan huruf Yunani (untuk membedakannya
dengan vektor).

Contoh: a, [3, 7, ...



Outer Product

* Perkalian dua vektor a dan b dinamakan outer product.

Notasi: a A b

Simbol A dinamakan wedge product.
* a A b disebut juga sebagai bivector
* a A b tidak bersifat komutatif, jadi

aAnb=—bAra
* Perbedaan cross product dengan outer product:
a x b — menghasikan sebuah vektor yang ortogonal dengan adan b

a A b — menghasilkan bivector yang menggambarkan sebuah area paralelogram
bertanda (positif atau negatif) yang dibentuk oleh a dan b, magnitude-
nya menyatakan luas area tersebut, dan arahnya berlawanan dengan
arah jarum jam.



o

o

(a) (D)

Gambar 1. (a) a A b menghasilkan area yang arahnya berlawanan jarum jam
(b) b A a menghasilkan area yang searah jarum jam

aAnb=—bAa



* Magnitude dari outer product menyatakan luas area parallelogram
yang dibentuk oleh vektor a dan b:

la A bl =llall [|D]] sin 6
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* Rumus di atas tidak bertentangan dengan magnitude dari cross
product di dalam aljabar vector yang juga menyatakan luas area
parallelogram yang dibentuk oleh vektor a dan b:

la x bl = ||all [[b]| sin®



Sifat-sifat Outer Product

1. Non-komutatif:
arnb=—bAa

2. Distributif:

an(b+c)=anb+anc

3. Luas vektor yang parallel =0

la Aall =1lall llal| sin0=0



Representasi Vektor

* Vektor di dalam aljabar geometri dinyatakan sebagai kombinasi linier
dari vektor-vektor basis:

v=a,e,+0,e,+..+a.e

n—n

yang dalam hal ini e, e,, ..., e, adalah vektor-vektor basis satuan di R".

* Misalkan didefinisikan dua buah vektor di R? sebagai berikut:
ad = ae; + ;e

b = bie; + byes.



Hitung perkalian outer product a A b:

aAb=(ae; +aye;) A (bye; + byey)

= HIE?I(EI Aerp)+ Hli?z(ﬁ'l A €r) + E’Igbl{ﬁ'g N ep) + E’Igbz{ﬁ'g A\ €7)

Sulihkan: e Ae; =e) Ae; =0 dan

aiby(e; A ey) —arbi(e; A ey)

— {Hlbg — E’Igbl){El AN Eg).

<

<

skalar bivector
satuan

a,b, — a,b, menyatakan luas area parallelogram
* Jadi, outer product a A b adalah area skalar dikali
dengan bivector satuan e; A e,

* e, A e, menyatakan bidang yang dibentuk oleh e,
dan e,
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Sekarang hitung perkalian outer product b A a:

b A a

(biey + brey) A (aje; + arer)

a1bi(e; Aep) +aybi(eg Aey) +aby(es Aey) + arbr(ey A ey)

Sulihkan: e; Aey =e; Ae; =0 dan e Ae = —e A g
= —{H]bg — E’Ig{’?l){ﬁ‘l A\ €7)

Sedangkan sebelumnya ditunjukkana A b = (a,b, — a,b;)(e; A e,).

Jadi,
arnb=—bAa
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Contoh 1: Misalkan a = 3e, + 4e, dan b =2e, —5e,, hitunga A bdan b A a.

anb=(ab,—a,b,)e,rne,)
= ((3)(=5) = (4)(2))(e, A &)
=(-15-8)(e; A &,)
=-23(e; A &)

 Jadi, a A b menyatakan area parallelogram bertanda (signed area), yaitu —23
dikali bivektor satuan.

* Magnitude a A b adalah ||la A b|| = [|-23(e; A )|l = 23.

b Aa=—(a,b,—a,b)(e;re,)
=—(-23)(e; A &,)
=23(e; A e,)



Vektor di R3
* Misalkan didefinisikan dua buah vektor di R3 sebagai berikut:

a = ae; + ae, + dze;
b = bie; + bye; + bse;
* Hitung perkalian outer product a A b:

a Ab = (aje; + aye; + aze;) A (byey + brey + bies)
= abi(e; Aey) +aby(e; Aey) + arbs(e; Aey) 4+ arbi(es Aey) + arby(e; Aey)

+ Hg!?g(ﬁ'g A esy)+ .'11‘3!?1(63 Aep)+ fI3EJ2(E'3 N €) + fIgEJ3{E3 A €3)
Sulihkan: e Aep=e;Aey=e3Ae3 =0
AN =—€ ANE € A€y =—0e3ANEC E3ANEC =— A&
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= aby(e; A ey) —aibs(e; Aey) —arbi(ey A ey)

+ arbs(ey A es) + ashi(es Aey) — asby(ex A e3)

aANb=(ab, — a)by)e; A ey + (ar by — asby)e; A ey + (asby — aiby)es A ey

Y A

/ \ e /‘\ Sumbu-x ortogonal dengan e, A €;

ILjﬂLEJ |II Ll"'ﬁ"Lj ||

J \/ Sumbu-y ortogonal dengan e; A e,

Sumbu-z ortogonal dengan e, A e,
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Hubungan Outer Product dengan Cross Product

* Misalkan a dan b adalah dua vektor yang dinyatakan dalam vektor basis i, j, dan k:

a = a1 + a] + ask
b = by1 + by) + bsk
» Perkalian silang (cross product) a dan b adalah:
a x b= (ai + ayj + ask) x (byi + byj + bsk)
=a;b,(1 x1)+a;b,(1 xj)+ a;b5(1 x k) +a,b,(G x 1) +a,b,(j x )
+ axb3(j X k) + asb,(k x 1) + asby(k x j) 4+ asbs(k x k).

Dengan mengingatbahwa ixi=jxj=kxk=C(
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maka aXxb= Hlbg(i X J) +£~Ilbj(i X k) + ﬂgbl(j X l)

Hgb3(j X k) ﬂjhl(k X 1) —|— ﬂ3b2(k X J)

dan mengingatbahwa jxi=—-ixj] kxj=—xk ixk=—-kxi
= a,b,(1 X j) —aybs(k x 1) —a,b,(1 xj)
+ a,b5(j X k) 4+ a3b,(k x 1) — aszb,(j x k).
= ({IQEJ'3 — ﬂjbg)j x k -+ (ﬂjbl — ﬂlbj)k X 1 -+ (ﬂlbg — {Igbl)i X J

Dengan mengganti i, j, dan k dengan e,, e,, dan e;, bandingkan dengan a A b:

aAnb= {ﬂgbj — ﬂj,bg)ﬁ‘g A €3 + (fljbl — ﬂlbj)ﬂj A ep + ({Ilbz — ﬂgbl)ﬁ'l A€o

ad X b — (ﬂzb;}, — ﬂg_bz)ez X €3 —+ (f«lg,bl — {112?3)63 X € —+ (Hlbz — ﬂzbl)el X €5
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* Perhatikan dari keduanya:

a Ab= (a,bs — asby)e; A es + (asby — a bs)es A ey + (a b, — aby)e; A e,

a X b= (a,bs —asb,)e, x es + (asb, — a;bs)e; x e; + (a,b, — a,b,)e; X e,

* Pada cross product, komponen (a,b; — asb,), (asby, — aibs) , (a b, — a,by)
adalah komponen vektor yang ortogonal dengan a dan b

 Sedangkan pada outer product, komponen (a,bs — asb,), (asby — a,b3) , (a,b, — a,b,)
menyatakan luas area bertanda yang diproyeksikan pada bidang yang
didefinisikan oleh unit bivektor e, A e;, e; A e, dane; A e,.
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Proyeksi a dan b pada bidang e, A e, adalah:

e

a = d,€; + d;&;

b = blel -+ bgﬁg

Proyeksi a dan b pada bidang e, A e; adalah:
a’=a,e, + 056,

b’ = b,e, + bse,

Proyeksi a dan b pada bidang e; A e, adalah:
a’=a.e, +ase;

e b”=b,e, + bse,

Proyeksi a A b pada bidang e, A e, adalah a” A V" = (a,b, — a,by)e; A e,
Proyeksi a A b pada bidang e, A e; adalah a Ab' = (a,bs — ashy)e, A es

Proyeksi a A b pada bidang e; A e; adalah a” A D" = (asb; — a,bs3)es A e
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Contoh 2: Tinjau dua vektor a dan b di R3 sebagai berikut:
a=a.e, +a,e,+05e;
b=b,e, +b,e,+bye,
Misalkana,=1,0,=0,0;=1 > a=e;+e;
b,=1,b,=1,b;=0 >b=e,+e,
Maka

aAb=(ab, —ab))e, Ne,+ (aybs — asby)es A es + (asb; — abs)es A e

aAb=(1l)e, Aey; +(=1)e; Aes+ (1)es Ae. e

Luas area bertanda yang diproyeksikan pada bidang

e, A e, (bagian yang diarsir) adalah +1




Luas area bertanda yang diproyeksikan pada bidang e, A e;adalah -1
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Luas parallelogram yang dibentuk oleh a dan b adalah ||a A b|| =||a]|| ||b]| sin © .
Perlu dihitung sudut 0 terlebih dahulu. Dengan menggunakan dot product bahwa
a-b  _ (WW+O@D+WO) _ 1 _1

= = == —0=60°
lallllbll  V12+02+12V12+12+02 2V2 2

cos O =

Maka, luas parallelogram yang dibentuk oleh a dan b adalah

la A Dl = lall 1l sin © = V2 V2 sin 60° = (2)(?) -3

Luas parallelogram yang V3 ini berkaitan dengan luas area ketiga proyeksi tadi.
Perhatikan bahwa

aAb=(ab, —ab)e, Ae,+ (aybs — asby)e, A es + (asby — abs)es A e

aAb=(1l)egAe;+(—=1)es Aes+ (1)es A ey.

maka

la A bl =/ (1)%2+(—1)2+(1)2 =3



 Cross product terdefinisi dengan baik untuk vektor-vektor di R3, tetapi ambigu
untuk dimensi yang lebih tinggi.

» Sedangkan outer product dapat diterapkan untuk mengalikan vektor-vektor pada
dimensi yang lebih tinggi.

Contoh 3: Misalkan a dan b adalah vektor-vektor di R* sebagai berikut

d = d,€] + adr,€; + adsz€3 + ds€y

b = be;, + bye, + bse; + byey
Outer-product-nya adalah:

aAnb=(ae + ae, + ases + ase,) N (bye; + bre, + bses + byey)



a ANb=ab(e Aey)+aibr(e Aey) +arbs(e; Aes) + arbs(e; A ey)
+ ayby(e; Aey) + ayby(e; Aey) + aybs(ey Aes) + arby(e, Aey)
+asb,(e3 A ey) + asby(es A ey) + asbs(es A es) + asby(es Aey)

+asbi(eg A e)) + agby(eg Aey) + asbs(eg A es) + agby(ey Aey)

= (a1b; — ayby)(e) A €3) + (a,b5 — asb,)(e; A es) + (ashy — aybs)(e; A ey)

+ (a by — agby)(e; A ey) + (ayby — agby) (e Aey) + (asby — aghs)(es A ey)

— menghasilkan enam bivector
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Contoh 3: Hitung luas parallelogram yang dibentuk oleh vektor-vektor
a=¢e +e;+e; dan b=e 46 + e,

Jawaban: Luas parallelogram adalah ||a A b|| = ||a]| ||b]| sin ©
lall=JDZFA2 + (12 = ¥v3 b=y @2 + (1)2 = V3
__ab _(O@O+O)@®)+D)(O0)+(W)() _2 _ 0
cos 0 = el - NAE —3—>9 48.19

Sehingga, |la A b|| = ||a| ||b]| sin 6 = V3 V3 sin 48.19° = 2.2361

Caralain: a Ab = (a;by, — a,by)(e; A €3) + (a,bs — asby)(ey; A e3) + (asby — aybs)(es A e;)
+ (a;by — agby)(e; A ey) + (a by — asby)(ex A ey) + (asby — agbs)(esz A ey)

= (e Ae) +(—1)(es Aes)+(D(esAne) +(—1)(e; Aey) + (1)(es Aey)

maka ||a A b|| =/ (1)2+(=1)2+(1)2+(—1)%2+(1)2 =v/5=2.2361
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Latihan Soal UAS 2019

Diketahui dua buah vector:

a=2e,+2e,+e;

b =3e,+2e, - 2e;
(a) Hitunglah luas jajaran genjang yang dibentuk oleh vektor a dan b
(b) Luas bayangan jajaran genjang (a) pada bidang e A e,

Jawaban:
(a) Luas jajaran genjang (parallelogram) yang dibentuk oleh a dan b adalah ||a A b||
anb=(2e,+2e,+e;)A(3e,+2e,—2e,)
=6(e;Ane)) +4(e;ne,)—4(e,Ane;) +6(e,Ae)+4(e, Ae,)—4d(e, A ey)
+3(e;Aney) +2(e;ne,)—2(e; A ey)
=0+4(e; Ane,)—4(e; ne;) +6(e, Ae;) +0—4(e, A e,)
+3(e;Aneq) +2(e;ne,)—0




anb = 0+4(e;rne,))—4(e;ne;)+6(e,Ane))+0—4(e,ney)
+3(e;Aneq) +2(e;ne,)—0
= 4(e, ne,)—6(e;Ane,) +4(e;ne)) +3(e;ne))—4(e, Aey)—2(e, A ey)
= —2(e;ne,)—6(e,Ane;)+7(e;ne)

Luas jajaran genjang = ||a A b|| = /(—2)%2+(—6)2 + (7)%2 =v4 + 36 + 49 = /89

(b) Luas bayangan jajaran genjang (a) pada bidang e A e, adalah luas proyeksi jajaran
genjang pada bidang e, A e,. Proyeksi a A b pada bidang e;A e, adalah

— 2(e; A &,),sehingga luas bertandanya (signed area) adalah -2.



Latihan Soal Mandiri

1. (Soal UAS 2017)

Diberikan tiga buah vektor:

a=2e; +ey+e3
b — 3!&31 + 5&32 — 2&13
c = —e; + 2ey — €3

Hitunglah -
1).anb  2). |laAb|
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2. (Soal UAS 2017)

Diketahui tiga buah vektor :

a=e; + ey — 2ey; b =e¢e; — e29 + 2e3; c = 2eq1 + e — 2ey

1. Tentukan luas bayangan yang merupakan proycksi dari bidang yang
dibentuk oleh vektor a dan vektor b pada bidang (e; A e3)
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